Descrierea Solutiilor

Concursul National “InfoPro”, Runda 2
Grupa B

1 Problema Crescator

Propundtor: Alexandra Udristoiu, studentd Universitatea din Bucuresti

1.1 Solutie O(N?)

Se calculeaza folosind programare dinamica D[i][j] = numérul de moduri de a
completa primele ¢ pozitii din sirul b astfel incat b; = j. D[i][j] = >_ D[i — 1][¥],
unde k < j dacd b; poate lua valoarea j sau DJi][j] = 0, altfel. Aceastd solutie
obtine aproximativ 35 de puncte.

1.2 Solutie O(N)

Se observa ca se pot numaéra separat subsecventele crescatoare din b cuprinse
intre doua valori pozitii cu valori pozitive din sirul a. Rezultatul final se cal-
culeaza prin inmultirea valorilor aflate.

Fie i si j (i < j) doud pozitii astfel incat a; > 0 si a; > 0 si intre ele nu
se mai afla alta valoare pozitiva. Numarul de subsecvente crescatoare de la i
la j este egal cu numarul de siruri crescatoare cu ¢ + j — 1 elemente cu valori
cuprinse intre 1 si a; — a; + 1. Numarul de siruri crescatoare cu n elemente cu
valori de la 1 la k este (”Zf{l)

Daca intre pozitiile ¢ si j existd o pozitie k astfel incat ap < 0, atunci din
rezultatul obtinut anterior trebuie scazut numarul de subsecvente pentru care
b = —ay. Acestea se pot numara folosind observatiile din paragraful precedent,
calculand separat numarul de subsecvente crescatoare de la ¢ la k si de la k la
J-

Complexitatea acestei solutii este O(NN) sau O(NlogN), in functie de modul
de calcul al combinarilor si al inversului modular, si obtine 100 de puncte.



2 Problema Maxime

Propundtor: profesor Marius Nicoli, Colegiul National ”Fratii Buzesti”, Craiova

Pentru inceput stabilim fiecarei pozitii din sirul dat (sir numit V) unul dintre
tipurile:

1 — valoare care schimba maximul la o parcurgere de la stanga la dreapta;

2 — valoare egala cu maximul la o parcurgere de la stanga la dreapta, dar nu
prima aparitie a maximului;

3 — celelalte valori.

Calculam rep = wvaloarea de afisat daca nu s-ar elimina niciun element.

Daca interogarea este la o pozitie de tip 3 se va afisa rep.

Daca interogarea este la o pozitie de tip 2 se va afisa rep — 1.

Daci interogarea este la o pozitie de tip 1 (deci care schimbd maximul),
lucrurile sunt putin mai complicate.

Sa analizam exemplele

3366936¢6¢635 6 10
3366937768810

Presupunem ca avem interogare la pozitia 5, adica 1l eliminam pe 9. Ob-
servam ca daca 9 ar ramane, niciuna dintre valorile dintre 9 si 10 nu ar conta
(valabil in ambele exemple).

In primul exemplu, prin eliminarea lui 9 cele 4 valori de 6 (aflate intre 9 si
10 si egale cu maximul de dinaintea lui 9) sunt importante, se vor numara.

In al doilea exemplu, dupa eliminarea lui 9, apare ulterior maxim ca fi-
ind valoarea 7 si al doilea 7 este deci important, ba chiar si 8 este important,
schimbandu-se iardsi maximul.

Asadar, daca elementul de eliminat (de la pozitia P) este o prima aparitie a
maximului, devine importanta prima pozitie de dupa P cu valoarea mai mare
sau egald decit maximul anterior (de dinaintea celui de pe pozitia P).

Sa notam R aceasta pozitie.

Astfel, daca la pozitia R este o valoare egala cu “maximul anterior”, solutia
este rep-D[P] + D[R] + 1 iar dacd la pozitia R avem valoare strict mai mare
decat “maximul anterior” solutia este rep—D[P] + D[R).

Adunarea lui 1 este pentru a contoriza, in primul caz, si elementul de la
pozitia r.

Nu am spus cine este D. D[i] = numarul de contorizari care se fac pana la
final daca se schimbad maximul la pozitia i. Calculul valorii lui D[i] se face astfel:

Dacd prima valoare aflatda dupa pozitia i si care este mai mare sau egala
cu V[i] (s& spunem ca este la pozitia j) este chiar egald cu Vi, atunci D[i] =
1+ D[j).

Daca valoarea este strict mai mare ca D[i], atunci D[] = D[j].

S& determindm, pentru o pozitie dati i, prima pozitie j cu j > i si V[j] >=
V[i], vom parcurge sirul de la dreapta spre stanga si vom folosi o stiva.

Algoritmul prezentat are timp de rulare de ordinul: numarul de elemente
din sirul dat + numarul de interogari.



3 Problema Nfrac

Propundator: profesor Ciprian Chescd, Liceul Tehnologic ”Grigore C. Moisil”,
Buzau

3.1 Varianta 1 (“brute force”)

Se genereaza toate perechile de numere naturale (z,y) cu proprietitile cerute
de enuntul problemei cu ajutorul a doua instructiuni repetitive for.

k=0;
for(x = 1; x <= a + b; x++)
for(y = 1; y<=a+b — x; y++)
if (axy<=bsx && bxy>=axx)
k+4++;

Ordinul de complexitate al solutiei este O(T * (a + b)?) si solutia obtine
aproximativ 20% din punctaj.

3.2 Varianta 2 (geometrie + baleiere pe orizontala sau
verticala)

Conditiile din enuntul problemei se mai scriu astfel: y < %% siy > %b. Ecuatiile
y=Gsiy= %"’” au drept reprezentare grafica doua drepte ce trec prin origine cu
pantele 7 respectiv g. Ecuatia © +y = a+ b are ca reprezentare grafica dreapta
ce trece prin punctele (a,b) si (b,a) iar ecuatia x + y = 2 are ca reprezentare
graficd o dreapta ce trece prin punctul de coordonate (1,1) si este paralela cu
dreapta x +y = a + b. Asadar punctele din plan care se gasesc sub dreapta
de ecuatie y = bf, deasupra dreptei de ecuatie y = G*, sub dreapta de ecuatie
x +y = a+ b si deasupra dreptei de ecuatie x + y = 2 sunt solutiile problemei.
Avand in vedere ca lucram numai cu numere naturale, numéarul solutiilor este
egal cu numaérul de puncte de coordonate naturale (laticiale) situate in aceasta
zond (vezi figura aldturati)



y=bx/a

y=a+b-x

y=ax/b

a b

Pentru a numéra aceste puncte se poate face o baleiere pe orizontala (sau
pe verticald) pentru toate valorile lui y cuprinse intre 1 si a in prima etapa si
in a doua etapa cu toate valorile lui y cuprinse intre a + 1 si b. Valoarea lui =
se calculeaza din intersectiile dreptelor din figura. Ordinul de complexitate al
solutiei este O(T * b) si solutia obtine aproximativ 40% din punctaj.

3.3 Varianta 3 (Complexitate O(T * (a + b)))

profesor lonel-Vasile Pit-Rada, Colegiul National “Traian”, Drobeta Turnu —
Severin

Notam a + b cu s si din enuntul problemei avem de respectat conditiile:
1<¢< % < g si2 <z+4+y < a-+bObservam ca numararea se poate face in
trei pasi: numaram fractiile % cu 7 < § < 1 si obtinem numarul ¢. Numaram
fractiile % cul < % < g, care sunt tot t. Numadaram fractiile %

123

avem “E (fractiile 1, 2, 2,...) Deci avem in total nr = 2t + [3] ffac‘gii. Pentru

a calcula t am observat ca putem avea doua situatii:

= 1 si aici

e 1 <zx<a,cind avem si x < y < bf si aici avem in total [b(—f] — x solutii



e atl<z< a+127_17 cand avem siz <y < a+b—x siaiciavem a+b—z—2

adica s — 2x solutii, care se aduna toate la .

3.4 Varianta 4 (geometrie + teorema lui Pick)

Se pastreaza interpretarea geometrica a inegalitatilor de la varianta 2 si se
adauga utilizarea teoremei lui Pick pentru a determina numarul de puncte din
interior triunghiului. Se calculeaza intai numarul de puncte de pe laturile tri-

unghiului ca fiind 1 + cmmdc(a,b) pe laturile de ecuatii y = G* si y = %”’,
respectiv 1 + (b—a) pe latura de ecuatie z +y = a + b. Se calculeazi aria tri-
b%—a?

unghiului prin impértire in figuri geometrice simple ca find *<%-. Se aplica apoi
teorema lui Pick pentru a determina numarul de puncte din interiorul triunghi-
ului. Numarul cautat este egal cu numarul punctelor din interiorul triunghiului
adunat cu numarul de puncte de pe laturile acestuia din care se scade un punct
(originea). Solutia are ordinul de complexitate proportional cu cel al algoritmu-
lui lui Euclid (adica logaritmic) si obtine 100% din punctaj.

Echipa care a pregatit setul din probleme pentru aceastd runda a fost for-
mata din:

e studentd Alexandra - Maria Udristoiu, Facultatea de Matematica si Infor-
matica, Universitatea din Bucuresti.

e student Alexandru Petrescu, University of Oxford, Keble College.

e student Adrian-Emanuel Dicu, Facultatea de Matematica si Informatica,
Universitatea Politehnica din Bucuresti.

e profesor Ionel-Vasile Pit-Rada, Colegiul National ” Traian”, Drobeta-Turnu
Severin.

e profesor Ciprian Chesca, Liceul Tehnologic ” Grigore C. Moisil”, Buzau.
e profesor Marius Nicoli, Colegiul National ”Fratii Buzesti”, Craiova.

e profesor Eugen Nodea, Colegiul National ”Tudor Vladimirescu”, Targu-
Jiu.

e profesor Dan Pracsiu, Liceul Teoretic ” Emil Racovitda”, Vaslui.
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